Gaskinetik

Alfons Reichert




1. Inhaltsverzeichnis

O 4B 13 V=T =Tl ] L3 2
2. EINIGITUNG...cuuieeiiieciiicrrcrrc it reseeresessens s tasssseassssensssenssesenssssanssssanssssnsssnes 3
3. AlIgemeines GasgeSETZ.....ccciiiiuiiiieiiiteiiiieniiiinieitnierenieisnieitasisiessistsserssssersnsssssnssssnsssses 4
3.1 QUAlTALIVE AUSSAEEN ...uiiiiieii e e ittt e e e e e ettt e e e e e e e seee it eeeeeaeeeessnraeaaeeeeeessennnrannneaeeanens 4
3.2 Experimentelle HErl@itUNE ...c...ueee ittt e e e e 5
3.2, 0 P-V-GOSEIZ ..o 5
3.2 2 VT -GSOEZ e 8
I N N I =Ty -1 2RO 11
3.2.4 AlIZEMEINES GASEESELZ..ceiiiuiiieeieiiiiee ettt e eriee e st e e e s e e e s s sbeaeesssbaeeeesaraeessnnseeas 12

3.3 StatiStiSChE DEULUNEG ... eieei ettt e e s e e s satae e e e baeeee s 15
I AV I - o Lo [SF- [T L= U o F= =Y o F PR 19
30 0 R Yo 1= 3 [P SRR 20
IR B A Yo o Y- T SRR 20
IR 30 T Yo Yol To | o RO 22
R B 3 Yo [ =] o - 14 Yol [PPSR 23

4. GeschwindigkeitsSVertilung .......cccceeeeiieeiiiieiiiiicereecereeertencereaneeresserenserenseesensessansnes 26
I T oY [T U o ¥ PSP 26
Y A= o <11 U] oY RSP 26
4.3 Mittlere GeSChWINAIGKEIt .....cevviiiiieiceeee e e e 37
4.4 Wahrscheinliche GeschWindigKeit .........oeveeiieicciiiiiee e, 39
5. AnWwendungsbeispiele ...t re e e n s s s e a e sennaes 41
5.1 AUSSTIOMUNESEESEIZ ..uuiiiiiiiiiiiiiie ettt e e ettt e s s e e e e e e eatabss s e e e eeeeaasraassseeeeeseessnns 41
oI A [ [13Y={ 3 1 Vo o PR 45
5.2.1 GrundSAtZIICNES ....eeeieeiieeee e 45
5.2 2 EXPEriMENt oo, a7
ST B I 1= To T o =P PP OPPPPRP 47

5.3 WaAIMEPUIMPE .. ittt ettt rre e e e e e et e eat e s e e e e eeeest st s e eeeeeaaaessaaasseeeesenessnns 50
ST 701 B I o 1= To T o =P PP PP PPPPPP 50
TG T 2 11 1Yo =Y SRR 51

S I =T - 1 53

Alfons Reichert: Gaskinetik 2



2. Einleitung

Das Gasgemisch Luft ist allgegenwartig. Dementsprechend vielfaltig und facettenreich sind
die Geschichten, die einem die Schiiler erzdahlen, wenn man sie nach Alltagserfahrungen mit
Luft bzw. Gasen fragt. Drei Beispiele mogen diese Aussage verdeutlichen. Eine Schiilerin be-
richtete vom Urlaub mit ihren Eltern in den Alpen. Sie hatten zwei Plastikflaschen mit Eistee
mit auf einen Berg genommen. Oben angekommen hatten sie ihren groRen Durst geldscht
und dann die Flaschen wieder fest verschlossen. Als sie die Flaschen abends im Tal aus dem
Rucksack genommen hatten, waren sie ganz zusammengedriickt gewesen.

Ein Schiler gab voller Begeisterung folgende Begebenheit zum Besten. Am Tag der offenen
Tur hatte er mit seinem Vater die Feuerwehr besucht. Ein Feuerwehrmann hatte einen Me-
tallstander gebastelt, mit dem er Spraydosen wie Raketen in den Himmel geschossen hatte.
Sie waren bestimmt 30 m hoch geflogen. Dazu hatte er die Dosen nur mit einem Propangas-
brenner erhitzt. Gleichzeitig hatte er aber dringend davor gewarnt, Spraydosen einfach ins
offene Feuer zu werfen. Sie kdnnten dann unkontrolliert durch die Gegend fliegen und
schwere Verletzungen verursachen.

Ein Schiler erzahlte von einem Taucherkurs, den er in den Ferien absolviert hatte. Vor allem
habe der Tauchlehrer immer wieder darauf hingewiesen, nicht zu schnell aufzutauchen und
beim Auftauchen unbedingt auszuatmen. Sonst konnte die Lunge reiBen oder es kdnnten
sich Luftblaschen im Blut bilden, die die Adern verstopfen kdnnten. Und das kdnnte lebens-
gefahrlich werden.

Beim Versuch, diese Beobachtungen zu erklaren, fallen meist Begriffe wie Temperatur,
Druck, Warme, Luftdruck, Ausdehnung von Gasen. Damit ist der Weg gewiesen, sich dem
Verhalten von Gasen physikalisch exakt zu ndahern. Offenbar besteht fiir Gase ein gesetzma-
Biger Zusammenhang zwischen den physikalischen GréRen Druck, Temperatur und Volumen.
Und dieses Gesetz gilt es nun herauszufinden und zu erklaren.

Stolberg, im Marz 2007 und im Februar 2021
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3. Allgemeines Gasgesetz

3.1 Qualitative Aussagen

Mit einer Reihe einfacher qualitativer Versuche lassen sich die Grundaussagen des allgemei-
nen Gasgesetzes demonstrieren. Stellvertretend seien hier zwei ndaher vorgestellt.

Versuch 1:
Versuchsaufbau:
Die Abb.1 und 2 zeigen den Aufbau des Versuches zu Beginn und wahrend des Versuches.

Abb. 1: Abb.2 :
zu Beginn des Versuches wahrend des Versuches

Durchfiihrung:

Ein schwach aufgeblasener Luftballon wird unter eine luftdicht schlieRende Glasglocke ge-
legt. Dann saugt man mit einer Olpumpe die Luft aus der Glasglocke. AnschlieRend Idsst man
wieder Luft unter die Glocke stromen. Statt eines Luftballons kann man auch einen Mohren-
kopf verwenden.

Beobachtung:

Der Luftballon dehnt sich scheinbar von alleine aus und zieht sich wieder zusammen.
Erkldrung:

Durch das Absaugen der Luft sinkt der duRere Luftdruck auf den Ballon. Der héhere Druck im
Innern des Ballons blast ihn auf. Beim Einstromen der Luft steigt der duRere Druck wieder
und driickt den Ballon wieder zusammen.

Folgerung:

Gase dehnen sich bei sinkendem duBerem Druck aus und ziehen sich bei steigendem aulie-
rem Druck zusammen.

Versuch 2:

Versuchsaufbau und Versuchsdurchfiihrung:

Eine leere Sprudelflasche aus Plastik wird fiir einige Stunden in die Gefriertruhe gelegt. Da-
nach ldasst man sie einige Zeit im warmen Zimmer stehen.
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Abb. 3:  Abb.4:
frisch aus der Truhe nach einiger Zeit

Beobachtung:

In der Truhe schrumpft die Plastikflasche, nach einiger Zeit nimmt sie in der warmen Luft
wieder ihre urspriingliche Form an.

Erklarung:

Die Luft in der Plastikflasche kiihlt in der Truhe ab und zieht sich dabei zusammen, in der
Warme dehnt sie sich wieder aus.

Folgerung:

Gase ziehen sich bei sinkender Temperatur stark zusammen und dehnen sich bei Erwarmen
stark aus.

Im folgenden Kapitel werden diese qualitativen Ergebnisse durch Versuche quantitativ er-
fasst.

3.2 Experimentelle Herleitung

3.2.1 p-V-Gesetz

Versuch 1:

Versuchsaufbau:

Abb.1 zeigt den Versuchsaufbau, mit dem man den quantitativen Zusammenhang zwischen
Druck p und Volumen V untersuchen kann. Das Gerat besteht aus einem kleinen Kolbenpro-
ber aus Plastik, der in einen Holzklotz eingelassen wurde. Den Kolben bedeckt man mit einer
kleinen Metallplatte. Er hat einen Durchmesser von d = 2,17 cm. Die Metallplatte wiegt
mp = 28 g. Sie wird mit Massestilicken bis maximal mg = 5 kg belastet.
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Abb.1:
Herleitung des V-P-Gesetzes

Durchfiihrung:

Man stellt auf die Metallplatte verschieden schwere Massestlicke und liest jeweils das zuge-
horige Volumen ab. Dann errechnet man aus der Masse des Wagestlickes mg und der Me-
tallplatte mp die Gesamtmasse mges und mit dem Durchmesser d des Kolbens den Druck auf
die eingeschlossene Luft. Den absoluten Druck erhalt man, indem man zum Druck der Ge-
wichte Pg noch den Luftdruck P, hinzuaddiert. Ferner misst man mit einem elektrischen
Thermometer die Umgebungstemperatur.

Ergebnisse:

Tabelle 1 enthalt die Messergebnisse:

mges[kg]

0,028

0,528

1,028

2,028

5,028

V[ml]

23

20

18

15

10

Tabelle 1: Messergebnisse

Die Temperatur betrug T = 20 °C.
Auswertung:
Fiir den Druck der Gewichte gilt:
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_ Mges * g
Pe = % (d/2)?

mit g als Ortsfaktor. Er betragt in unseren Breiten

g=981N/kg.

Der gesamte Druck auf die eingeschlossen Luft errechnet sich dann zu
p =D+ DL

wobei P zum Zeitpunkt des Versuches einen Wert von

p;, = 1010 hPa

aufwies. Setzt man alle Angaben in die Gleichungen fiir den Druck P ein, so entsteht aus der
Tabelle 1 folgende Tabelle 2:

P[hPa] 1017 1150 1283 1548 2344
V[ml] 23 20 18 15 10
p*V[hPa*ml] | 23391 23000 23094 23220 23440

Tabelle 2: Zusammenhang Druck/Volumen

Aus der letzten Zeile der Tabelle kann man ablesen, dass das Produkt aus Druck P und Volu-
men V konstant ist, d.h. V ist antiproportional zu P:

1
V~—.
p

Somit gilt:
p*V=a(l)
mit a als Proportionalitatskonstante. Dieses Ergebnis bestatigt sich, wenn man die Tabelle 2

mit Excel grafisch auswertet. Abb. 2 enthélt die Ergebniskurve. Die Auswertung liefert fir die
Proportionalitdtskonstante a einen Wert von

a = 23229 hPa * ml
N
= 2322900—2 *1%107°m3
m

= 2,32 Nm
=2,32].
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Abb.2: Druck-Volumen-Gesetz

3.2.2 V-T-Gesetz

Versuch 1:

Versuchsaufbau:

Abb. 1 zeigt den Versuchsaufbau, mit dem man den quantitativen Zusammenhang zwischen
der Temperatur T und dem Volumen V untersuchen kann.

Durchfiihrung:

Man fullt den duReren Mantel des Gerates mit Wasser, stellt unter den seitlichen Ausfluss
ein Becherglas, reguliert Giber die Schlauchklemme das im Kolbenprober enthaltene Luftvo-
lumen auf V = 60 ml und startet die Heizplatte. Da Glas die Warme schlecht leitet und es
daher eine gewisse Zeit dauert, bis die Energie des Wassers das Gas im Kolbenprober er-
reicht, erwdarmt man am besten stoBweise bis ca. fiinf Grad unter der gewlinschten Tempe-
ratur, schaltet die Heizplatte ab, wartet bis die Temperatur nicht mehr steigt und liest dann
sie und das zugehdrige Volumen ab. Diese Vorgehensweise wiederholt man fiir alle Mess-
werte. Um die Versuchsdauer im Unterricht nicht zu lang werden zu lassen, reicht es aus, mit
den Schilern drei bis vier Messwerte aufzunehmen. Die restlichen kann man bei Bedarf er-
ganzen.

Ergebnisse:

Man erhalt so Tabelle 1.

v[°C] 21 30 41 50 60 71 80 89
TIK] 294 303 314 323 333 344 353 362
V[ml] 60 62 64 66 68 70 72 74
V/T[mI/K] | 0,204 0,205 0,204 0,204 0,204 0,203 0,204 0,204

Tabelle 1: Zusammenhang Temperatur/Volumen
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Aus der letzten Zeile der Tabelle kann man ablesen, dass der Quotient aus Volumen V und
Temperatur T konstant ist, d.h. V ist proportional zu T:

V~T.
Somit gilt:
V=>bxT(2)

mit b als Proportionalitatskonstante. Dabei muss man allerdings die Temperatur in Kelvin
einsetzen. Erstellt man aus den Messwerten mit Excel ein Diagramm, so erhdlt man Abb. 2.
Das Volumen steigt proportional mit der Kelvintemperatur an. Historisch gesehen war das
Ergebnis dieses Versuches der Grund, die Kelvin-Skala als wissenschaftliche Temperaturskala
einzufiihren mit der Begriindung, dass Gase kein negatives Volumen annehmen konnen.
Dem Nulldurchgang der Ergebnisgeraden in Abb. 2 muss folglich die tiefste mégliche Tempe-
ratur entsprechen, eine Hypothese, die sich im nach hinein als vollkommen zutreffend er-
wiesen hat. Dem absoluten Nullpunkt der Temperatur kommt jedoch mehr theoretische
Bedeutung zu, da reale Gase bei dieser Temperatur langst fllssig bzw. fest geworden sind.
Somit kann man sich dieser Temperatur experimentell auch nur ndhern, sie aber niemals
praktisch erreichen. Lord Kelvin hat Gbrigens in seinen Versuchen den Druck in Abhangigkeit
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von der Temperatur gemessen hat. Fir den Druck gilt jedoch ein dhnliches Gesetz, wie wir
noch sehen werden. Auf diesem Ergebnis hat er die nach ihm benannte Temperaturskala
aufgebaut. Benutzt man die Celsius-Temperatur, so findet man einen linearen Zusammen-
hang zwischen Volumen V und Temperatur v. Somit gilt:

V:b*ﬁ‘l'V(),

wobei b den gleichen Wert hat wie in Gesetz (2), in dem mit Temperaturangaben in K ge-
rechnet wurde, da Temperaturdifferenzen in beiden Temperaturskalen identische Werte
haben. Aus der Steigung der Geraden kann man die Celsius-Temperatur am absoluten Null-
punkt errechnen. Aus der Kurve in Abb. 2 ergibt sich eine Steigung b von

b = 0,2075ml/°C
=0,2075ml/K
= 2,075 * 107 m3/K.

V[ml]
80

70

0

50 /

40
a0 o
20
10
0
0 20045p 1004 0 3 100400

L[*C] TIK]

Abb.2: Volumen-Temperatur-Gesetz
Der V-Achsenabschnitt fiir die Celsius-Skala betragt Vg
VO = 56 ml.

Fiir die gesuchte Celsius-Temperatur vy gilt V =0, also:
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0=b*190+V0
oder

Vo 56 ml B
b~ 02075ml/°C

9y = — —270°C.

Genauere Messungen lieferten einen Wert von
9, = —273,15 °C.

3.2.3 P-T-Gesetz

Versuch 1:

Versuchsaufbau:

Abb. 1 zeigt den Versuchsaufbau, mit dem man den quantitativen Zusammenhang zwischen
der Temperatur T und dem Druck P untersuchen kann. Man bendtigt einen Zweihalsrund-
kolben mit einem Volumen V = 1 I. Der eine Hals ist mit einem Gummistopfen verschlossen,
in dem der Messfiihler eines elektrischen Thermometers steckt. An den anderen schlieRt
man den Drucksensor des Messwerterfassungssystems Cassy der Firma Leybold an. Der
Rundkolben befindet sich in einem Topf, der als Wasserbad dient und mit einer elektrischen
Heizplatte erhitzt wird.

Durchfiihrung:

Man fillt den Topf mit Wasser, stellt unter ihn unter den Rundkolben auf die Heizplatte,
startet Cassy und schaltet das elektrische Thermometer und die Heizplatte ein. Jeweils nach
10°C Temperaturerhéhung liest man den Druck ab. Als Referenzdruck benétigt man noch
den Luftdruck p,. Ihn kann man mit einem Barometer ermitteln. Er betrug p. =990 hPa.
Ergebnisse:

Man erhdlt Tabelle 1.

v[°C] 20 25 30 35 40 45 50 55 60
TIK] 293 298 303 308 313 318 323 328 333
Ap[hPa] 0 36 63 84 103 120 138 158 177
p[hPa] 990 1026 | 1053 | 1074 | 1093 | 1110 | 1128 | 1148 | 1167
p/T[hPa/K] 3,38 3,44 3,48 3,49 3,49 3,49 3,49 3,50 3,50

Tabelle 1: Zusammenhang Temperatur/Druck

Aus der letzten Zeile der Tabelle kann man ablesen, dass der Quotient aus Druck P und Tem-
peratur T konstant ist, d.h. p ist proportional zu T:

p~T.
Somit gilt:

p=cx*T(3)
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mit ¢ als Proportionalitatskonstante. Dabei muss man allerdings wie beim Volumen die Tem-
peratur in Kelvin einsetzen. Der Mittelwert des Proportionalitatsfaktors betragt:

¢ = 3,473 hPa/K
= 347,3 Pa/K.

Abb. 1: Herleitung des p-T-Gesetzes

3.2.4 Allgemeines Gasgesetz

Die drei Versuchsergebnisse lassen sich in einem Gesetz zusammenfassen. Dazu muss man
einen wichtigen Lehrsatz der Mathematik heranziehen, der besagt: Ist eine Grof3e, in unse-
rem Beispiel das Volumen, zu zwei anderen Grof3en proportional, hier der absoluten Tempe-
ratur T und dem Kehrwert des Druckes 1/p, so ist sie auch zum Produkt der beiden GroRen
proportional. Es gilt somit:

1
V~T *—
p

oder
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T
V=dx—
p

d als Proportionalitatsfaktor. Zwischen ihm und den Konstanten aus den experimentellen
Ergebnissen bestehen folgende Zusammenhange:

a
d, = T_o
bzw.
d, = b *p
bzw.
d; =c*V,,

wobei Tp = 293 K die konstante Messtemperatur beim ersten Versuch, po = 1010 hPa der
konstante Druck beim zweiten Versuch und Vy = 0,001 m? das konstante Volumen beim drit-
ten Versuch war. Somit erhalt man fiir ¢ aus den drei Versuchen:

232] 792 %1073]/K
| — >l<
17293 " J/
bzw.
d, = 2,075 10—7m3 1,01 105N 0,021j/K
= £ —_ % *k _—
2 ) K ) m2 ]
bzw.

N
d; = 347,3m *0,001m> = 0,3473] /K.

Auf den ersten Blick ist das Ergebnis Uberraschend, denn d ist offensichtlich gar keine Kon-
stante. Alle drei Werte von d haben lediglich die gleiche Einheit. Worin liegt nun der Grund
fiir dieses seltsame Ergebnis? Der Proportionalitatsfaktor d ist nur dann fiir alle Versuche
gleich, wenn man vom gleichen Ausgangsvolumen, also der gleichen Stoffmenge des Gases
ausgeht. Wiederholt man den Versuch zur Abhangigkeit zwischen V und T mit Vo = 30 ml
Luft, so betragt die Steigung der Kurve nur die Halfte, denn auch in diesem Falle ist das Vo-
lumen erst bei T = 0 K auf V = 0 ml gesunken. Das ist aber nur mdglich, wenn bei halbiertem
Ausgangsvolumen der Proportionalitatsfaktor ebenfalls auf die Halfte sinkt. Interessant ist
aullerdem, dass die Messergebnisse fiir alle Gase gelten, d.h. auch mit CO, oder anderen
Gasen erhalt man die gleichen Versuchsergebnisse. Es lasst sich daher eine allgemeine Gas-
konstante R definieren, fir die gilt:
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d
R=-
n

mit n als Stoffmenge des Gases. Die Stoffmenge kann man aus der Dichte p und der Mol-
masse M der Luft errechnen. Beide Werte kann man der Literatur entnehmen oder man be-
stimmt sie experimentell selbst, die Dichte mit einer Gaswagekugel, die Molmasse mit einer
Gasmolwaage. Man erhilt bei 20°C folgende Werte:

p=12g]/l

und

M = 28,9 g/mol.
Fiir die Stoffmenge gilt

-m_ pxV
M M

n

Far Versuch 1 erhélt man:

1,2g/1%0,023

= = 9,55 * 10™* mol.
e 28,9 g/mol " mo

Analog ergibt sich fiir Versuch 2 und Versuch 3:

B 1,2 g/l * 0,06l

= = 2,49 x 1073 mol
Mz 28,9 g/mol " mo

_12g/l+1l

=—— = 415%107? L.
2 28,9 g/mol * mo

Fiir die allgemeine Gaskonstante R folgt daher aus den drei Versuchen:

R, = 4 _ 000792J/K _ 8,29 J /(K * mol)
n,; 0,000955 mol

v _d,  0,021)/K
27 n,  0,00249 mol

= 8,43 J/(K * mol)

4 K
ny 0,0415 mol

im Mittel also:
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R = 8,36 J/(K * mol).
In der Literatur wird ein Wert von
R =8,31 J/(K * mol)

angegeben. Fasst man alle Ergebnisse zusammen, so gelangt man letztendlich zum soge-
nannten allgemeinen Gasgesetz

nxRxT
V=——+-
p

oder
pxV =n=*R=x*T.

Aus diesem Gesetz folgt, dass bei konstantem Volumen V und damit konstanter Stoffmenge
n auch p proportional zur absoluten Temperatur T sein muss. Dieses Ergebnis hatte Lord Kel-
vin in seinen Versuchen erhalten und damit die Einflihrung der absoluten Temperaturskala
begriindet (s. Kapitel 3.2.2).

Wie man das allgemeine Gasgesetz mit statistischen Uberlegungen deuten kann, wird im
nachsten Kapitel gezeigt.

3.3 Statistische Deutung

Der Druck eines Gases auf die GefaBwande wird durch die Impulsanderung verursacht, die
jedes Teilchen bei seiner Reflexion an der Wand erfahrt. Das eingeschlossene Gas bestehe
aus N Teilchen der Masse m. Die vektorielle Geschwindigkeit eines Teilchens setzt sich aus
den Komponenten der drei Raumrichtungen x, y und z zusammen. Trifft ein Teilchen mit
dem Geschwindigkeitsbetrag vy, v, oder v, senkrecht auf eine Wand in x-, y- bzw. z-Richtung,
so wird es durch den elastischen Stol3 betragsmaRig mit der Geschwindigkeit -vy, -v, bzw. —v,
reflektiert. Es erfahrt aufgrund des Impulserhaltungssatzes eine Impulsanderung

Ap, = 2 xm* v,

Ap, =2*xm=v,

y
Ap, =2 *m * v,.

Im Zeitintervall At treffen diejenigen Teilchen AN auf die Wandflache in x-Richtung, die sich
in einem Quader mit der Grundflache A und der Hohe

h = v, * At,

also im Teilvolumen
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A AV=Ah

X —>
h= ".r'x*ﬁt

Abb.1: Gasatome in einem Quader

AV = A *v, x At

befinden. Ihr Anteil an der gesamten Zahl N der vorhandenen Gasteilchen im Volumen V
betragt:

AN AV AxvyxAt

N V |74 ’
also

N *xAx*v, x At
AN = v .

Von diesen Teilchen bewegt sich die Halfte auf die Wand zu, die andere von der Wand weg.
Sie Ubertragen durch ihren Impuls also einen Kraftstof3

1
F*At=§*AN*Apx

%*N*A*vx*At*Z*m*vx
|4
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N+ AxAtxm=*vg
- 4

auf die Wand in positiver x-Richtung. Der Druck p des Gases auf die GefdaBlwand entspricht
der Kraft F geteilt durch die Flache. Somit gilt:

F  Nx*mx*v?

P=4= "y

Da die Bewegungen ungeordnet sind, sind die Geschwindigkeitsquadrate in alle drei Raum-
richtungen gleich groR. Somit ist

v:i=v =v2=lv2
X y z 37

Damit lasst sich der Druck eines Gases auf eine GefaBwand in beliebiger Richtung berechnen
als

1 Nx*xm*v?

oder
p*V=§*N*m*v2
2 1

:§*N*E*m*v2

2 N xE
=—x [\ % .
3 kin
Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem allgemeinen Gasgesetz, so folgt:

2
§*N*Ekin=n*R*T

oder
3 R«+T
3
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mit

k—'R
_NA

und

N _N
A_n'

Na nennt man Avogadrosche Zahl. Sie entspricht der Zahl der Teilchen in n = 1 mol eines be-
liebigen Stoffes. k heiRt Boltzmannsche Konstante und hat den Wert

R
k =—=1,3805 % 10723 J /K.
Ny

Entsprechend den drei Raumrichtungen besitzt jedes Gasteilchen drei voneinander unab-
hangige Bewegungsmoglichkeiten. Da die Bewegungen ungeordnet sind, wird keine Richtung
bevorzugt. Daher entfallt auf das einzelne Teilchen die thermische Energie pro Raumrichtung

1
EMn=§*k*T-

Mehratomige Gasmolekiile konnen zuséatzlich Drehbewegungen und Schwingungen ausfiih-
ren. Pro Rotations- und Oszillationsfreiheitsgrad besitzt das Molekiil zusatzliche innere Ener-
gie, die der obigen Formel entspricht. Die absolute Temperatur erhalt durch diese Bezie-
hung eine anschauliche physikalische Bedeutung. Nicht nur der Druck, sondern auch die
Temperatur wird durch die ungeordnete Bewegung der Teilchen verursacht. Temperatur
und Druck sind WahrscheinlichkeitsgréRen, die nur bei einer sehr grolen Zahl von Teilchen
sinnvoll verwendet werden kénnen. Einem einzelnen Atom oder Molekil eine Temperatur
zuzusprechen, ist sinnlos. Durch diese Deutung wird auch die Bezeichnung absoluter Null-
punkt der Temperatur verstandlich. Da das Geschwindigkeitsquadrat keine negativen Werte
annehmen kann, ist Ey, = O der kleinste Gberhaupt mogliche Wert fir die kinetische Energie.
Damit ist flr die Temperatur eine natirliche untere Grenze gegeben, der absolute Nullpunkt.
Bei T = 0 K sind die Teilchen in Ruhe.

Aus Gleichung 1 erhalt man fir die Geschwindigkeit eines Atoms oder Molekils in einem
Gas:

3xkx*xT
— )

v =

Fiir ein Gas aus Silberatomen der Temperatur T = 2300 K ergibt sich:
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_ [r1s80s 0 ke 2300k
v 107,9 « 1,66 1027 kg = >T/*

Otto Stern® Uberprifte dieses Ergebnis experimentell und erhielt:
v=675m/s.
Theoretischer und experimenteller Wert weichen also nicht unerheblich voneinander ab.

Warum das so ist, erfahren Sie in Kapitel 4. Vorher wollen wir uns noch mit einigen interes-
santen Folgerungen aus dem allgemeinen Gasgesetz beschaftigen.

p[bar]
12
- 1V

EEENEEN

; N

*] ~_n

0 2 4 6 3 10 12 14 16 18 20
V[ml]

Abb.1: Zustandsanderungen eines idealen Gases

3.4 Zustandsanderungen

Da im allgemeinen Gasgesetz drei GroRRen miteinander verknipft sind, kann ein Gas in einen
neuen Zustand libergehen, indem sich zwei dieser drei Gr6Ren dndern und die dritte kon-
stant bleibt oder alle drei gleichzeitig einen neuen Wert annehmen. Flir das theoretische
Verstandnis von Vorgdngen in Warmekraftmaschinen sind vor allem Zustandsanderungen
von Interesse, bei denen eine der drei Groflen ihren Wert behalt. Ist die Temperatur kon-
stant, so spricht man von isothermen Vorgangen, bei konstantem Druck von isobaren und
bei konstantem Volumen von isochoren Zustandsanderungen. Sie sind jeweils mit einem
Energieaustausch mit der Umgebung verbunden. Daneben spielen noch adiabatische Ande-
rungen eine Rolle, bei denen sich alle drei GréBen andern, jedoch keine Energie mit der Um-
gebung ausgetauscht wird. Diese vier Falle sollen in diesem Kapitel ndher untersucht wer-
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den. Abb.1 veranschaulicht sie in einem pV-Diagramm. Darin entspricht Linie | einer adiaba-
tischen, Linie Il einer isochoren, Linie lll einer isothermen und Linie IV einer isobaren Zu-
standsdanderung eines einatomigen Gases.

3.4.1 Isotherm

Da sich die Temperatur wahrend eines isothermen Vorganges (s. Abb.1 1ll) nicht dndert,
bleibt die innere Energie, also die kinetische Energie der Gasmolekile konstant. Die von der
Umgebung aufgenommene Warme wird in mechanische Arbeit umgewandelt bzw. die am
Gas verrichtete Arbeit wird als Warme Q an die Umgebung abgefiihrt. Fir die verrichtete
Arbeit W und damit fiir die Warme Q gilt:

V2
W=fp*dV
Vi
V2
j‘n*R*T 4V
= _ %
V
1
V2
Rx*T fl av
= *k *k k — X
" v
1

V;
=n*R*T*ln(—>.
Vi

3.4.2 Isobar

In diesem Falle bleibt der Druck konstant (s. Abb.1 IV). Da sich sowohl die Temperatur als
auch das Volumen dndern, wird die mit der Umgebung ausgetauschte Warme Q zum Teil in
mechanische Arbeit W und zum Teil in zusatzliche kinetische Energie Eyi, der Molekiile um-
gewandelt. Es gilt:

Q=W+ Eypn
:pdV+Ekin
p*nx*R z*xNxk
=———*dT + ———*dT
p 2

unter Anwendung des allgemeinen Gasgesetzes und der Gleichung fiir die kinetische Energie
eines Molekiils aus Kapitel 3.3. Darin bedeutet z die Zahl der Freiheitsgrade eines Molekiils.
Die restlichen GroRen haben die lbliche Bedeutung.

Mit

Nxk=n*Ny*xk=n+R
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folgt
Q=an*dT*(1+§)

Einatomige Gase besitzen drei Freiheitsgrade, da sie sich nur in drei Raumrichtungen bewe-
gen kénnen. Fir sie gilt daher:

5
Q:E*R*n*dT

=cp*n*dT,
mit
5
Cp:E*R

als molarer Warmekapazitat bei konstantem Druck. Zweiatomige Gase haben zwei zusatzli-
che Rotationsfreiheitsgrade. Fir sie findet man also:

7

Cp=E*R.

Dass diese Uberlegungen sehr gut mit experimentellen Befunden (ibereinstimmen, zeigt die
folgende Tabelle 1.

Gas Co(th)[J/(mol*K] Co(exp)[)/mol*K]
Argon (Ar) 20,775 20,905
Helium (He) 20,755 20,941
Neon (Ne) 20,755 20,619
Chlorwasserstoff (HCI) 29,085 29,312
Sauerstoff (O,) 29,085 29,341
Stickstoff (N,) 29,085 29,089
Wasserstoff (H,) 29,085 28,868
Kohlendioxid (CO,) 37,395 36,852

Tabelle 1: molare Warmekapazitaten bei konstantem Druck®

Dabei besitzen Argon-, Helium- und Neonmolekiile als einatomige Edelgase drei Freiheits-
grade, Chlorwasserstoff-, Sauerstoff-, Stickstoff- und Wasserstoffmolekiile als zweiatomige
Gase funf Freiheitsgrade und Kohlendioxidmolekiile als dreiatomiges Gas sieben Freiheits-
grade, ndmlich drei Translations-, zwei Rotations- und zwei Oszillationsfreiheitsgrade.
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3.4.3 Isochor

Bei isochoren Zustandsanderungen bleibt das Volumen erhalten (s. Abb.1 Il). Es dndern sich
der Druck und die Temperatur. Weil die Volumenzunahme null ist, wird keine mechanische
Arbeit verrichtet. Die zugefiihrte Warme erhdht lediglich die kinetische Energie Eyi, der Mo-
lekiile. Es gilt somit analog zu den Uberlegungen bei isobaren Anderungen (vgl. Kapitel
3.4.2):

Z
in*n*R*dT.

Einatomige Gase besitzen drei Freiheitsgrade, da sie sich nur in drei Raumrichtungen bewe-
gen kénnen. Fir sie folgt daher:

3
Q:E*n*R*dT

=cy*xn=*dT,
mit
3 R
= — %
Cy >

als molarer Warmekapazitat bei konstantem Volumen. Zweiatomige Gase haben zwei zu-
satzliche Rotationsfreiheitsgrade. Fir sie findet man also:

5

CV=§*R.

Diese Uberlegungen stimmen gut mit experimentellen Daten (iberein, wie Tabelle 2 zeigt.

Gas Cv(th)[J/(mol*K] Cv(exp)[J/mol*K]
Argon (Ar) 12,465 12,707
Helium (He) 12,465 12,853
Neon 12,465 12,590
Chlorwasserstoff (HCI) 20,775 21,068
Sauerstoff (O,) 20,775 21,030
Stickstoff (N,) 20,775 20,762
Wasserstoff (H,) 20,775 20,478
Kohlendioxid (CO,) 29,085 28,567

Tabelle 2: molare Warmekapazitidten bei konstantem Volumen®

Dabei besitzen Argon-, Helium- und Neonmolekile als einatomige Edelgase drei Freiheits-
grade, Chlorwasserstoff-, Sauerstoff-, Stickstoff- und Wasserstoffmolekiile als zweiatomige
Gase funf Freiheitsgrade und Kohlendioxidmolekiile als dreiatomiges Gas sieben Freiheits-
grade, namlich drei Translations-, zwei Rotations- und zwei Oszillationsfreiheitsgrade. Zwi-
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schen der molaren Warmekapazitat bei konstantem Druck c, und der molaren Warmekapa-
zitat bei konstantem Volumen cy besteht somit folgender Zusammenhang (vgl. Kapitel 3.4.2):

cp —Cy =R.
3.4.4 Adiabatisch
Adiabatische Zustandsanderungen zeichnen sich dadurch aus, dass bei ihnen keine Warme Q

mit der Umgebung ausgetauscht wird (s. Abb.1 1). Da Luft die Warme schlecht leitet, spielen
sich solche Vorgange haufig in der Atmosphare ab. Es gilt zunachst grundsatzlich:

Q =W + Ekinr

wobei die GrofRen folgende Bedeutung haben:

Q: ausgetauschte Warme,

W: verrichtete Arbeit,

Ewin: Anderung der kinetischen Energie der Molekiile.

Da in diesem Falle Q = 0 ist, folgt:

—W = Eyin.

Setzt man die Werte aus Kapitel 3.4.2 und 3.4.3 ein, so findet man:

—p*dV =nx*cy, *xdT. (1)

Das Gas kuhlt sich also ab, wenn es sich ausdehnt und erwarmt sich bei einer Kompression.
Aus der allgemeinen Gasgleichung erhalt man fur T:

p*V
T =
nx*R

oder nach Differenzierung

xdV V=xd
=P + p

dT .
n+*R n+*R

Einsetzen in Gleichung (1) liefert:

cV*p*dV_l_cV*V*dp

—prdV=—7p R

Umstellen der Gleichung flihrt zu:

—(1+%)*p*dV=%*V*dp.
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Multipliziert man mit R/cy durch, so ergibt sich

R
—(c—+1>*p*dV=V*dp(2).
v

Nach Kapitel 3.4.3 gilt:

cp —Cy =R
oder

v R

Cy Cy

und damit

c R

L - +1=k
Cy Cy

Das Verhaltnis der beiden molaren Warmekapazitdten wird in der Literatur meist mit k ab-
gekirzt. Damit vereinfacht sich Gleichung (2) zu:

kxpx*xdlV/ =V *dp.

Sortieren der GroRen p und V fuhrt zu:

Integriert man diese Gleichung, so folgt:
—k*xInV +C =Inp

mit C als Integrationskonstante. Potenzieren ergibt:
CxV"*=p

oder

C=pxVF,

bzw.

p*xV*<=_C.
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Diese Gleichung heiflt Adiabatengleichung oder Poisson-Gleichung. Adiabaten verlaufen im
pV-Diagramm (s. Abb. 1) steiler als Isotherme wegen des Exponenten k beim Volumen. Bei
Isothermen ist ja

p * V = const.
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4. Geschwindigkeitsverteilung

4.1 Einleitung

Behandelt man die Gaskinetik anhand einfacher statistischer Uberlegungen (s. Kapitel 3.3)
und vergleicht die dabei erhaltenen Werte fiir die Geschwindigkeiten v, mit den von Stern®
gemessenen Werten, so stellt man fest, dass die experimentellen Werte um knapp 10 % un-
ter den theoretischen liegen. Irgendeine Annahme der einfachen Gaskinetik muss also zu
global sein. Da bei den Geschwindigkeiten Abweichungen auftreten, liegt die Vermutung
nahe, dass die Annahme einer gleichen Geschwindigkeit fiir alle Gasteilchen bei einer gege-
benen Temperatur zu einfach ist. Erhartet wird diese Vermutung, wenn man bedenkt, dass
die Gasteilchen standig von anderen Gasteilchen gestoBen werden, so dass sie immer wieder
beschleunigt bzw. abgebremst werden. Die Aufgabe besteht nun darin, die Zahl der Teilchen
zu ermitteln, die eine bestimmte Geschwindigkeit besitzen. Gelost hat als erster diese Auf-
gabe Maxwell. Im Folgenden habe ich versucht, die Ableitung Maxwells? so aufzuarbeiten,
dass sie in einem Leistungskurs der Klasse 12 oder 13 behandelt werden kann.

4.2 Verteilung

Maxwell geht von der plausiblen Annahme aus, dass sich die Gasteilchen auf den gesamten,
zur Verfligung stehenden Geschwindigkeitsbereich von

—00 < v, < +00
—0 < v, < +©
—oo < v, <+

verteilen. Die Wahrscheinlichkeit Wy, Teilchen mit einer Geschwindigkeit in x-Richtung im
Intervall v,y und vy + Avyg zu finden, ist umso grofSer, je grofler Avy, ist, so dass gilt:

le NAvxl
oder
Wy1 = f1 * Avyy

mit f; als Proportionalitatsfaktor. Den Begriff der Wahrscheinlichkeit fihrt man an dieser
Stelle sinnvollerweise ein, weil sich mit ihm im Folgenden besser rechnen lasst als jeweils mit
Teilchenzahlen, was auch moglich gewesen ware. Die Wahrscheinlichkeit gibt an, welcher
Bruchteil der insgesamt vorhandenen Teilchen eine bestimmte Eigenschaft besitzt, hier also
eine bestimmte Geschwindigkeit. Die Wahrscheinlichkeit, Teilchen in x-Richtung im Intervall
Vyo und vy, + Av,, zu finden, ist ebenso umso groBer, je grolBer Avy; ist, so dass auch hier gilt:

sz NAvxZ
oder

Wya = f2 * Avy,
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Die Proportionalitatsfaktoren f; und f, miissen nicht gleich sein, da sich die Teilchen nicht
unbedingt gleichmaRig auf den gesamten Geschwindigkeitsbereich verteilen. Die Faktoren f;
und f, hdangen vielmehr von vy, bzw. vy, ab. Allgemein gilt somit fir die Wahrscheinlichkeit,
Teilchen mit einer Geschwindigkeit in x- Richtung zwischen v, und v, + Av, zu finden:

We = f(vx) * Avy. (1)

Fir die y- und z-Richtung gelten dhnliche Uberlegungen, weil alle drei Raumrichtungen
gleichberechtigt sind, so dass gilt:

W, = f(v,) * Avy. (2)
W, = f(v,) * Av,. (3)

Gesucht werden: f(v,), f(vy) und f(v,). Denn sie geben an, wie sich die Teilchen fiir die einzel-
nen Geschwindigkeitsrichtungen auf das mogliche Geschwindigkeitsintervall verteilen. Dazu
Uberlegen wir zunachst, wie grol8 die Wahrscheinlichkeit ist, Teilchen im Geschwindigkeits-
kdastchen Av,*Av,*Av, zu finden. Da die Geschwindigkeitsrichtungen nach dem Superpositi-
onsprinzip unabhangig voneinander sind, gilt:

Wiyz = f(vy) = f(vy) * f(v,) * Avy * Avy, * Av, . (4)

Diese Aussage lasst sich am besten an einem Beispiel erldutern. Die Wahrscheinlichkeit, mit
einem Wirfel eine eins zu wiurfeln, ist 1/6. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem roten Wirfel
eine eins und gleichzeitig mit einem blauen Wiirfel eine zwei zu wiirfeln, ist 1/36. Denn von
36 moglichen Kombinationen hat nur eine die gewiinschte Eigenschaft. Die Reihe ldsst sich
beliebig fortsetzen. Die Einzelwahrscheinlichkeiten missen also miteinander multipliziert
werden, um die Gesamtwahrscheinlichkeit zu erhalten, wenn zwei voneinander unabhangige
Ereignisse gleichzeitig eintreten sollen.

Als nachstes untersuchen wir, wie wahrscheinlich es ist, Teilchen in einem Geschwindigkeits-
kdstchen zu finden, das dem Kastchen mit der Geschwindigkeit v genau gegentiberliegt, des-
sen Geschwindigkeitsvektor also -v ist. Da in einem Gasbehalter in alle Richtungen der glei-
che Druck herrscht, kann diese Wahrscheinlichkeit offensichtlich nur genauso grolR sein wie
W,y.. Ware sie kleiner, so ware die Zahl der Teilchen mit der Geschwindigkeit -v kleiner und
damit der Druck in diese Richtung. Ware sie groRer, ware auch der Druck entsprechend gro-
Rer. Es gilt somit:

f(vx) * f(vy) * f(vz) = f(_vx) * f(_vy) * f(_vz)- (5)

Das Produkt der drei Proportionalitatsfaktoren kann daher offenbar nur eine Funktion des
Betrages der Geschwindigkeit sein, oder:

f(vx) * f(vy) * f(vz) = F(U). (6)

Aus dieser sehr allgemeinen Gleichung berechnet Maxwell mit Hilfe einiger mathematischer
Tricks f(vy), f(vy), f(v;) und damit F(v). Folgende Schritte werden durchlaufen:
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Logarithmierung von (6) liefert:

In( f (1)) + In(f (v, )) + In(f(v,)) = In(F(v) (7)
Differentiation nach v, ergibt:

') _F'(v) dv

f(r) " F) du,

oder:

flv) _ F'()
v f(v)  v*F(V)

(8)

da gilt
dv v,
dv, v

wegen der Gleichung
vi=vi+v)+vZ.
Durch Differentiation von (8) nach v, erhalt man:

d F@ d f'(
dv, W*F(v)) dv, (vy* f(vy))

=0(9)

da die rechte Seite von (8) nicht von v, abhdngt. Aus (9) folgt:
f'(vy)
Uy * f (V)

wobei die Konstante gleich -2y; gesetzt wurde, weil sich damit im Folgenden besser rechnen
lasst.

= const = —2y;,,

Integration nach v, und Aufheben des Logarithmus ergibt:

f(vy) = ay * exp(—y1 * vy) (10)

mit a; als Integrationskonstante. Die Gleichungen fur f(v,) und f(v,) lassen sich aus (7) auf die
gleiche Art und Weise ableiten. Dazu muss zuerst nach v, bzw. v, differenziert, dann nach vy
differenziert und zum Schluss nach v, bzw. v, integriert werden. Man erhalt:
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f(vy) =a, * exp(—yz * vf) (11)
f(v,) = a3 * exp(—y3 * v;) (12)

Es gilt nun, die Konstanten as, ay, a3, y1, ¥2 und y3 mit Hilfe einiger physikalischer Uberlegun-
gen zu bestimmen. Alle Teilchen besitzen in x-Richtung irgendeine Geschwindigkeit zwischen
-0 und +o. Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten in x-Richtung muss daher gleich 1 sein,
also:

Wx1+Wx2+Wx3 + = 1

oder

Der Ubergang von der Summe zum Integral liefert:

fof(vx) rdv, =1

Mit einiger recht schwieriger Mathematik, die sie in [2] nachlesen kdnnen, folgt:

]/1/2
S
12 (13)

Die gleichen Uberlegungen gelten natiirlich auch in y- und z-Richtung, so dass:

)/1/2
a, = i (14)
1/2
_Y
a3 = ~77 (15)

ist. Wir haben damit die as in Abhangigkeit von den ys gefunden. Wenn wir daher die ys be-
rechnen, so haben wir gleichzeitig die as. Dazu stellt Maxwell folgende Uberlegung an. Die
mittlere kinetische Energie Ey eines Teilchens ist

1 1

Ekmzz*m*vfn=§*m*(vﬁ1x+vﬁ1y+vﬁlz)

mit vmz, vmxz, vmy2 und v,,,,> als mittlere Geschwindigkeitsquadrate. Nach der Grundgleichung
der Gaskinetik gilt andererseits fiir einatomige Gase:
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3
Ekmzz*k*T,

wie in Kapitel 3.3 hergeleitet wurde. Maxwell nimmt nun ebenfalls an, dass sich die Energie
auf die drei Raumrichtungen gleichmaRig verteilt, so dass die mittlere kinetische Energie in
eine der Richtungen 1/3 der Gesamtenergie ist, also

2 1 2 1 2
Ekmx=Ekmy=Ekmz=§*m*vmx:§*m*vmy:E*m*vmz
1 kT
= —xk *
2
oder:
2 2 2 *T
Umx = Vmy = Umz = m (16)

Vimy_ ist aber andererseits definitionsgemald:

, Vg *My F UG *Ny + Vi xng + e .
vmx_ N ( )

Hierin ist ny, ny, ns... die Zahl der Teilchen mit der Geschwindigkeit vy1, V2, Vy3 ... in x-Rich-
tung und N die Gesamtzahl der Teilchen. Die verschiedenen n-Werte lassen sich aus der
Wahrscheinlichkeit f(v,)*Av,, mit der v, auftritt, und der Gesamtzahl der vorhandenen Teil-
chen nach

n=Nxf(vy) * Avy (18)

berechnen. Gleichung (18) jeweils flir die verschiedenen Geschwindigkeiten in Gleichung
(17) eingesetzt liefert:

2 _ .2 2 2
Umx = Vx1 * f(vxl) * Avxl + Uy * f(vxz) * Avxz t V3 * f(vxS) * Avx3 + -
Der Ubergang von der Summe zum Integral ergibt:

+ 0o

vrznx = ] UJ? * f(vx) * dvy.

—00
Die Grenzen des Integrals bestimmen sich daraus, dass Teilchen mit beliebigen Geschwindig-

keiten auftreten kénnen. Die Berechnung des Integrals unter Benutzung der Gleichungen
(10) und (13) gestaltet sich recht schwierig [2]. Wir wollen daher nur das Ergebnis angeben:
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2
. =
mx 2*,)/1

Aus Gleichung (19) folgt mit Gleichung (16):

=gt G0

Aus dhnlichen Uberlegungen fiir die y- und z-Richtung ergibt sich:

Y2 =V3 = (21).

2xk*T

Die Gleichungen (10), (11) und (12) gehen daher unter Beriicksichtigung der Gleichungen
(13), (14), (15) und (21) Gber in:

m m * v2
f@0) = (m) e (o) 22
ey

1/2 2

f(v)—(L)m*ex M 24)
2 Q2w kxT P\ wk«T

1/2

Die Gesamtwahrscheinlichkeit, Teilchen im Geschwindigkeitsintervall Av,*Av,*Av, zu finden,
errechnet sich also nach Gleichung (4) zu:

W m 3/2 —m * (vy + v) + v7)
xyz_(Zn*k*T) " exp 2% k*T

m 3/2 —m * vz)
= (—) *exp | 50— | * Avy * Av), x Av, . (25)

)* Avy * Av), * Av,

2mxk*T 2xkxT

Die Zahl der Teilchen n” im Geschwindigkeitskastchen Av,*Av,*Av, betrdagt dann, wenn N die
Gesamtzahl der Teilchen ist:

r—
n =Nx*W,,,

oder

, m 3/2 —m x v?)
n—N*(m) * exp Z*k—*T *Avx*Avy*AvZ.(26)
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Gemessen werden nur Geschwindigkeitsbetrage. Es interessiert daher der Anteil der Teil-
chen An, die im Intervall v und v + Av anzutreffen sind. Aus der Abb. 1 folgt unter Beriick-
sichtigung der z-Richtung:

Abb.1: Geschwindigkeitsraum

., Vw+Av) -V (v)
k
Avy * Av), * Av,

.(27)

V bezeichnet darin den Geschwindigkeitsraum. Flr den Zahler von Gleichung (27) findet man
naherungsweise:

4 4
V(v+Av)—V(v)=§n*(v+Av)3—§n*v3z4n*v2*Av(28)

wenn man die Faktoren mit héheren Potenzen von Av vernachldssigt, was erlaubt ist, wenn
man Av moglichst klein wahlt. Setzt man die Gleichungen (28) und (26) in Gleichung (27) ein,
so erhélt man:
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N| W

An=N*(L)

MY L v s Av (29
e T) TP\ i AT v .(29)

2xk=*xT
Da andererseits
An = N * F(v) * Av,

ist, erhalt man folglich fur den in Gleichung (6) gesuchten Proportionalitatsfaktor F(v):

F) = v ) ) PO
= — *k — % *k
v 2wmxk*T exp 2xk=*T Ty

N| W

1 3
_ . 1\2 m  \2 —m * v?) )
B *(E> *(Z*k*T) " ExXp 2xkxT "V

2

v? —v

1
2

worin zur Vereinfachung fiir die nachfolgenden Uberlegungen in Kapitel 4.3 und 4.4

(2*k*T>
a=(——
m

1/2

gesetzt wurde. Die Funktion F(v) gibt an, welcher Anteil An der insgesamt vorhandenen Teil-
chen N Geschwindigkeiten im Bereich v und v + Av besitzt. Man erkennt, dass sich die Teil-
chen nicht gleichmalig auf alle Geschwindigkeiten verteilen, da die Verteilungsfunktion ih-
rerseits von v abhangt. Stellt man sie mit Hilfe von Excel fiir verschiedene Temperaturen

graphisch dar, so bekommt man die Kurve in Abb. 2.
Zwei Besonderheiten fallen bei steigender Temperatur am Kurvenverlauf auf:

1) Das Maximum der Kurve verschiebt sich mit steigender Temperatur zu hoheren Ge-
schwindigkeiten. Die kinetische Energie der einzelnen Teilchen nimmt zu, wie auch

schon in Kapitel 3.3 erldutert wurde.

2) Die Kurve verlduft insgesamt flacher. Die Anzahl der Teilchen mit héheren Ge-
schwindigkeiten wird prozentual groBer. Die mittlere kinetische Energie aller Teil-

chen steigt also ebenfalls.

Eine genaue Uberpriifung des Kurvenverlaufes ist mit schulischen Mitteln nicht moglich. Sie

wurde 1955 zum ersten Mal von Miller und Kusch mit Thalliumatomen durchgefiihrt.

Alfons Reichert: Gaskinetik



F(v) Maxw ell-Verteilung o I —SIC?C?EK
0,0035
0,003 //w\\
0,0025
0,002 R\
0,0015 N
0,001 /
0,0005 N <
O T T T T T
0 200 400 600 800 1000
v[m/s]

Abb. 2: Maxwellsche Verteilung fiir verschiedene Temperaturen

Pump

Abb. 3: Versuchsaufbau von Miller und Kusch®
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Intensity, arbitrary units
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v/up
Abb. 4: Ergebniskurve von Miller und Kusch

Abb. 3 zeigt den von ihnen verwendeten Versuchsaufbau. Im Ofen O wird Thalliumdampf
mit Temperaturen um 900 K erzeugt. Er verldsst ihn bei S in einem feinen Strahl. Im Zylinder
R befinden sich feine Rillen. Bei passender Geschwindigkeit eines Thalliumatoms lauft es bei
einer bestimmten Rotationsgeschwindigkeit ® des Zylinders exakt eine solche Rille entlang
und wird vom Detektor D registriert. Anderenfalls wird es an den Randern der Rillen ver-
schluckt. Mit Hilfe des Drehwinkels @ des Zylinders wahrend des Fluges erhalt man fiir die
Geschwindigkeit eines Teilchens

l w
=[] x—
v D

mit | als Lange des Zylinders.
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Ilhre Ergebnisse stimmen sehr gut mit folgender Geschwindigkeitsverteilung (s. Abb. 4) [5]
Uberein.

1
1\2 3 2,2
F(v) =4*(E)2*%*exp<a—2).(31)

Diese Funktion unterscheidet sich um den Faktor v von der von Maxwell abgeleiteten. Miller
und Kusch erklaren diese Diskrepanz damit, dass im Strahl eine etwas andere Verteilung der
Geschwindigkeiten herrsche als im Ofen. Atome mit hoherer Geschwindigkeit verlassen den
Ofen mit groBerer Wahrscheinlichkeit als Teilchen mit kleinerer Geschwindigkeit. Fir sie ist
die Haufigkeit, mit der sie das Loch treffen, groRer. Da die Trefferquote proportional zu v ist,
ergibt sich insgesamt die Verteilung in Gleichung (31).

Fir die Schule hat die Firma Phywe ein Modell entwickelt, mit dem sich der Kurvenverlauf
qualitativ demonstrieren lasst.

Abb.5: Modellversuch von Phywe

Abb.5 zeigt dieses Modell. Uber einen Motor werden in einer flachen Kammer kleine Kugeln
durch eine Rittelplatte in heftige Bewegungen versetzt. Sie heben dabei einen Stempel
hoch. Ubersteigt der Stempel eine gewisse Hohe, so gibt er in der Seitenwand eine Loch-
blende frei. Durch sie kdnnen Teilchen mit einer Geschwindigkeit in horizontaler Richtung
die Kammer verlassen. Vor die Blende wird eine Filterkammer mit Ringsektoren gesetzt.
Damit wahrend des Versuches standig gleiche Bedingungen herrschen, miissen laufend so
viele Kugeln nachgefiillt werden, wie Kugeln die Kammer durch die Blende verlassen. Die
Kugeln, die in die einzelnen Sektoren fallen, sammeln sich in einer darunter befindlichen
entsprechend unterteilten Flachkammer und kénnen danach gezahlt werden. Da die einzel-
nen austretenden Kugeln einen horizontalen Wurf ausfiihren, kann man ihre Geschwindig-
keit aus ihrer Wurfweite nach den Gesetzen des horizontalen Wurfes gemal der Gleichung

g
2*xh

V=W#*
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errechnen. Darin sind w die Wurfweite einer einzelnen Kugeln und h ihre feste Fallhohe
h =0,08 m. Man erhalt damit die Kurve in Abb.6. Die einzelnen Messpunkte, als Dreiecke
eingezeichnet, liegen recht gut auf der theoretischen, durchgezogenen Linie gemall der
Maxwellschen Verteilung nach Abb. 2. Die Messwerte stellen die Summe aus mehreren Ver-
suchsreihen dar, wobei insgesamt Ng = 1340 Kugeln registriert wurden.

Es bleibt die Frage, welche Geschwindigkeit die Teilchen im Mittel haben und was die wahr-
scheinlichste Geschwindigkeit ist. Diesen Fragen wollen wir uns in den nachsten Kapiteln
zuwenden, um damit das Ergebnis von Stern deuten zu kdnnen.

N 200
180 //A\.

160 / A
| I\
oo i A

80 \

A
LT \\
40 / &
20 A

/ -
0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14

v[m/s]

Abb.6: Ergebniskurve des Modellversuches

4.3 Mittlere Geschwindigkeit

Fir die mittlere Geschwindigkeit vy, gilt definitionsgemal:

vy * Ang + vy x An, + V3 * Ang
Uy = (D)
N

Hierin ist Any, Any, Ans... die Zahl der Teilchen mit der Geschwindigkeit v4, v, v3 ... und N die
Gesamtzahl der Teilchen. Fiir die einzelnen An ergibt sich jeweils nach den Uberlegungen in
Kapitel 4.2

An =N xF(v) * Av.(2)
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Setzt man Gleichung (2) fir die einzelnen Geschwindigkeiten in Gleichung (1) und geht von
der Summe zum Integral liber, so ergibt sich:

(0.0]

vm=fv*F(v)*dv.

0

Die Grenzen des Integrals bestimmen sich daraus, dass der Betrag der Geschwindigkeit Wer-
te von 0 bis co annehmen kann. Mit F(v) aus Kapitel 4.2 erhalt man so

r m —m * v?)
_ 3
vm_f(ZN*k*T) *exp( )*4n*v * dv.
0

2xk*xT
Die Auswertung des Integrals gestaltet sich mathematisch recht schwierig [1]. Wir wollen
daher nur das Ergebnis mitteilen. Es lautet:

B 8xk«*T
Vm = (n*m )

Die vereinfachte Grundgleichung der Gaskinetik liefert flr vy, (s. Kapitel 3.3).

3xkxT
Ume = (T) = 1,08 * U -

Setzt man die Werte des Versuches von Stern [1] mit Ag-Atomen in diese Gleichungen ein, so
erhalt man mit

N| W

T =2300K
m = 107,9 % 10727 kg
k=1,38+10"23 /K

vy, = 670m/s
und
Vme = 727 m/s.

Stern erhielt bei seinen Messungen einen Mittelwert von

v=675m/s.
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Die nach der exakten Theorie erhaltenen Werte fiir v, liegen damit in der Tat um knapp 10%
unter den Werten der vereinfachten Theorie (s. Kapitel 3.3) und stimmen mit den Messwer-
ten von Stern [1] sehr gut iberein.

4.4 Wahrscheinliche Geschwindigkeit

Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist die, die am haufigsten auftritt. Sie entspricht dem
Maximum der Verteilungsfunktion F(v) (s. Kapitel 4.2 Gleichung (30)). Um sie zu erhalten,
muss man zunachst die erste Ableitung dieser Funktion bilden und diese gleich null setzen.
Sie lautet:

1
dF (v) 1\2 v, —v,,2 v}
o =% () *ﬁ*e"p( 2 ) \1me)=0Wm

Dieser Ausdruck kann nur null sein, wenn der Faktor in der dritten Klammer null ist. Somit
gilt:

1
2

Fir die Thalliumatome aus dem Versuch von Miller und Kusch betragen sie mit

T, =870 K
bzw.
T, =944 K

21,38 10_23]/1( * 870K
Vw1 =

1
2
=2
2044+ 1,66 x 10-27 kg ) 65 m/s

Uy = 276 m/s.

Gemessen haben Miller und Kusch [3] aber

vy = 376 m/s.
Vyo = 395 m/s.
Fiir die Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment habe ich keine Erklarung gefunden.

Allerdings deutet alles auf einen systematischen Fehler im Versuch von Miller und Kusch hin,
da in beiden Verteilungen (30) und (31) die Lage der Maxima lbereinstimmt (s. Kapitel 4.2).
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Zusammenfassend lasst sich sagen, dass man fiir die Gasteilchen offensichtlich zwischen drei
verschiedene Geschwindigkeiten unterscheiden muss:

1. der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit v,
2. der mittleren Geschwindigkeit v, und
3. der Wurzel des mittleren Geschwindigkeitsquadrates.

Wie kommt es dazu? Die wahrscheinlichste und die mittlere Geschwindigkeit sind nicht iden-
tisch, da der Kurvenverlauf zu v, nicht symmetrisch ist. (s. Kapitel 4.2). Die Wurzel aus dem
mittleren Geschwindigkeitsquadrat leitet sich dagegen aus der mittleren Energie eines
Gasteilchens her. Zwischen diesen drei Geschwindigkeiten besteht folgender Zusammen-
hang

Vy < Uy <A VA,

da gilt:

3 1/2
Uy = (%> *1, = 1,129 x p,,
und

3
[(v2) = (E) * v, = 1,225 *x p,,.
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5. Anwendungsbeispiele

5.1 Ausstromungsgesetz

Um die grundsitzlichen Uberlegungen der Gaskinetik auch im schulischen Bereich im Real-
experiment demonstrieren zu kdnnen, bietet sich das Ausstromungsgesetz von Bunsen an.
Die Idee zu diesem Experiment findet man in [4].

Versuch: Ausstromungsgesetz von Bunsen
Gerate:

1 leichtgangiger Kolbenprober mit Hahn

1 Stativ

1 Klemme

1 Stoppuhr

1 3 cm langes Glasrohr @ etwa 1 cm

1 kleines Stick Gummischlauch, passend zum Ansaugrohr des Kolbenprobers und zum Glas-
rohr

1 kleines Stiick Alufolie

etwas Kleber

1 sehr dlinne Ndhnadel

verschieden Gase

evtl. eine Gasmolwaage

Aufbau:

Den Aufbau zeigt Abb. 1.

M —— Alufolie

I][I—Glasrﬁhrchen

Gummischlauch

—Stativ

Kolbenprober

Klemme

Abb.1: Versuchsaufbau

Durchfiihrung:
Zundachst verklebt man das eine Ende des Glasrohres mit der Alufolie. In die Folie sticht man
mit der Nadelspitze ein sehr feines Loch. Das Loch sollte nur so grol} sein, dass 60 ml Luft in
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ca. 25 s ausstromen. Man fillt nun den Kolbenprober mit ca. 100 ml Gas, verschlieBt den
Hahn und spannt den Prober ins Stativ ein (s.Abb. 1). Dann setzt man das Schlauchstiick mit
der Dise auf, nimmt die Stoppuhr in die linke Hand und 6ffnet den Hahn. Wenn das Gas bis
zur 80 ml Marke ausgetreten ist, startet man die Uhr und stoppt sie, wenn der Kolben die 20
ml Marke erreicht. Man flihrt den Versuch mit Wasserstoff, Stadtgas, Stickstoff, Luft, Sauer-
stoff und Kohlendioxid durch. Zur Kontrolle sollte man fiir Stadtgas und Luft noch die Mol-
masse ermitteln mit einer Gasmolwaage oder einer Gaswagekugel. Die Molmassen der an-
deren Gase kann man einem Chemiebuch entnehmen.

Ergebnisse:

Man erhalt Tabelle 1, wobei die Werte fiir ty Mittelwerte aus jeweils finf Messungen sind.
Tragt man in einem Diagramm t, gegen die Wurzel aus der Molmasse M auf, so erhalt man
die Kurve in Abb. 2. Man erkennt, dass die Ausstromzeiten sich proportional zur Wurzel aus
der Molmasse der Gase verhalten. Bildet man fiir die Messpaare den Quotienten aus der
Ausstromzeit t, und der Wurzel der Molmasse, so erhalt man Spalte 4 der Tabelle. Die Werte
schwanken um eine Konstante, eine weitere Bestatigung fiir den proportionalen Zusam-
menhang zwischen der Ausstromzeit und der Wurzel der Molmasse

Gas M [kg/mol] ta [s] ¢ [s*N(mol)/(kg)]
Wasserstoff H, 0,002 7,3 163,2
Methangas CH, 0,016 20,5 162,1
Stickstoff N, 0,028 25,2 150,6
Luft (N,/0, 4:1) 0,029 25,7 150,9
Sauerstoff O, 0,032 27,3 152,6
Kohlendioxid CO, 0,044 33,9 161,6

Tabelle 1: Ergebnisse des Ausstrémungsversuches

Theorie:

Wie l4sst sich dieses Ergebnis mit gaskinetischen Uberlegungen erkldren? Nach Maxwell sind
alle drei Raumrichtungen gleich gewichtig. AuBerdem spielt die Orientierung der Bewegung
keine Rolle (s. Kapitel 4.2). Daher fliegen zu jeder Zeit 1/6 der insgesamt vorhandenen Gas-
molekile N in Richtung auf die Wand, die im Versuch mit der Austrittsdise verschlossen ist.
Der Faktor ist allerdings nur dann genau 1/6, wenn man von einem wiurfelférmigen Gefal
ausgeht. Aber auch fir den Kolbenprober ergibt sich ein konstanter Faktor und das ist fiir die
folgenden Uberlegungen entscheidend. Von den Teilchen, die in Richtung Wand fliegen, er-
reichen in der Zeit At

!

N' = 1 * N * V— (D
6 |4

diese Wand, wobei fir V' gilt: (s. Kapitel 3.3)

V' =Ax*v, * At.

Hierin bedeuten:

A: Querschnitt des Kolbenprobers
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Vm: Mittlere Geschwindigkeit der Gasteilchen
V: gesamtes Gasvolumen.

Ausstromungsgesetz v. Bunsen
tA[s] t, = 155,7s/N(kg/mol)*\M

40,0

35,0
30,0 /
25,0 o

20,0 2

15,0

10,0

5,0 /

0,0
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

V(M)[V(kg/mol)]

Abb.2: Ergebnisse des Ausstromungsversuches

Austreten konnen nur die Gasteilchen N”, die das Loch der Austrittsdise treffen. Fir sie gilt
mit A; als Querschnitt des Loches:

Wenn alles Gas ausgestromt ist, so ist N’ = N, V = Vg und At = t, mit ta als Ausstromzeit. Es
folgt daher:

_ 6x1,
Ay xvp,

-(2)

ta

Nach den Uberlegungen aus Kapitel 4.3 gilt fiir vy,

_ 8xkxT
Vm = ( T*m

).(3)

Andererseits ist:
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m—N—A()

mit Na als Avogadrokonstante. Setzt man die Gleichungen (3) und (4) in Gleichung (2) ein, so
erhalt man:

6xVy*xvVmr*xM

= =c*VM (5
Al*\/8*NA*k*T ()

ta

da alle GréRen auler der Molmasse wahrend des Versuches konstant gehalten werden.
Nach der Theorie missten folglich die Ausstromzeiten proportional zur Wurzel aus der Mol-
masse sein, was sich im Versuch bestatigt hat.

Um den Proportionalitatsfaktor zu Gberpriifen, errechnet man mit ihm den Durchmesser des
Loches. Zur Kontrolle misst man mit einer Schiebelehre den Durchmesser der verwendeten
Nahnadelspitze. Fir die Querschnittsflache A; ergibt sich zunachst:

6 x Vo xm
c*VB8*xRxT

A1=

mit R als allgemeiner Gaskonstante. Fir sie gilt:

R =k=*N,.

Die einzelnen GroRen haben folgende Werte (s. Abb. 2)
Vo=60ml=6x10"°m3

¢ =155,7 s *Vmol/\[kg

R =8,31]/(K * mol)
T =293K

Daraus ergibt sich fur A;
A; = 2,94 %1078 m?

oder fir den Durchmesser d der Nadelspitze

Aq
d=2=x —= 1,94 *10™* m = 0,194 mm.

Mit der Schiebelehre erhalt man fir die Spitzen feiner Nahnadeln Durchmesser zwischen ca.
0,2 mmm und 0,3 mm, wobei eine genaue Kontrolle sehr schwierig ist, da man nicht weiB,
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wie tief man die Nadel in die Alufolie gestoRen hat. Theorie und Experiment stimmen also im
Rahmen der Messgenauigkeit durchaus zufriedenstellend liberein.

Interessant ist noch der Einfluss des Druckes auf die Ausstromzeit. Laut Gleichung (5) sollte
ta unabhdngig vom Druck sein. Wie kommt das? Will man den Druck des Gases erhdhen,
wobei man das Volumen Vj konstant halt, so gelingt dies bei konstanter Temperatur nur,
indem man die Anzahl der Gasteilchen erhoht. Ihre Dichte steigt und damit die Trefferquote
auf das Loch der Austrittsdiise. Es treten in der gleichen Zeit mehr Gasteilchen aus, so dass
die Ausstromzeit insgesamt gleich bleibt. Erh6ht man dagegen den Druck, wobei man die
Stoffmenge des Gases beibehilt, so sinkt das Volumen und damit nach Gleichung (5) die
Ausstromzeit. Durch den hoheren Druck bei gleicher Stoffmenge steigen die Teilchendichte
und damit die Trefferquote auf das Loch der Austrittsdiise. Es treten mehr Teilchen pro s
aus. Die Ausstromzeit sinkt. Der Druck hat somit nur einen indirekten Einfluss auf die Aus-
stromzeit und taucht folgerichtig in Gleichung (5) nicht auf.

5.2 Stirlingmotor
5.2.1 Grundsatzliches

Abb.1: Aufhdngung des Verdranger- und Arbeitskolbens

Ausgenutzt werden die Gasgesetze im HeiSluftmotor. Er wurde im Jahre 1816 dem schotti-
schen Pfarrer Robert Stirling patentiert. Er war wesentlich sicherer als die damals {iblichen
Dampfmaschinen, die zuweilen explodierten und dabei immer wieder Arbeiter toteten oder
schwer verletzten. Da der Stirlingmotor, wie er nach seinem Erfinder auch genannt wird,
nicht sehr leistungsstark ist, wird er heute nur noch wenig eingesetzt, etwa in U-Booten oder
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in Kiihlern von Kryoanlagen und Hochleistungsinfrarotnachtsichtgeraten. Neueste Entwick-
lungen nutzen ihn zum Antrieb von Stromgeneratoren mit Sonnenenergie als Warmequelle.
Der Stirlingmotor besitzt ein oder zwei miteinander verbundene Zylinder mit zwei Kolben,
einem Arbeitskolben und einem Verdrangerkolben (s. Abb.1 und 2). Beide bewegen sich um
etwa 90° phasenverschoben, technisch realisiert durch zwei Exzenterscheiben, deren An-
schlussstifte um ca. 90° verdreht sind. Dabei ist der Verdrangerkolben mit einem Nylonfaden
an einer der beiden Scheiben aufgehangt, wahrend der Arbeitskolben (iber eine starre Ver-
bindung an der anderen Scheibe befestigt ist. Damit er sich frei bewegen kann, ist der Ar-
beitszylinder Uber einen Gummischlauch flexibel mit dem HeiBluftzylinder verbunden (s.
Abb. 1)

Abb.2: Takte eines Stirlingmotors
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5.2.2 Experiment

Abb.2 zeigt die vier Takte des Modell-Stirlingmotors der Firma Elwe. Zum Heizen dient eine
Spannungsquelle mit U = 12 V. Alternativ kann man auch zwei Teelichter unter die Boden-
platte stellen, die als Heizquelle dient. Das Kaltereservoir bildet die geschwarzte Deckplatte
des Zylinders.

In Takt I (s. Abb.2, links oben) gibt die Heizung Warme an die Luft im unteren Teil des Zylin-
ders ab, die sich bei der Temperatur Ty ausdehnt und den Arbeitskolben nach oben driickt.
Der blau-rot gestreifte Verdrangerkolben kihlt sich und die Luft derweil am Kaltereservoir
ab und halt somit die Temperatur konstant.

In Takt Il (s. Abb.2, rechts oben) bewegt sich der Verdrangerkolben nach unten. Er nimmt
Warme von der heillen Luft auf, die sich dadurch auf Tt abkiihlt. Der Arbeitskolben verharrt
an seinem hochsten Punkt.

In Takt Ill (s. Abb.2, links unten) komprimiert der Arbeitskolben bei der Temperatur Ty die
Luft im oberen Teil des Zylinders. Das Kiihlreservoir fiihrt die dabei produzierte Warme an
die Umgebung ab. Der Verdrdngerkolben heizt sich wahrenddessen durch die Luft und die
Warmequelle weiter auf.

In Takt IV (s. Abb.2, rechts unten) bewegt sich der Verdrangerkolben nach oben und gibt
seine Warme an die abgekihlte Luft im Zylinder ab, die sich daraufhin auf Ty erwarmt. Der
Arbeitskolben bleibt in seiner tiefsten Position stehen.

5.2.3 Theorie
Der Stirlingmotor durchlauft einen Zyklus mit vier Takten: (s. Abb. 1)

e Takt I: isotherme Expansion

e Takt Il: isochore Abkiihlung

e Takt lll: isotherme Kompression
e Takt IV:isochore Erwdarmung.

Durch die Expansion des Gases wird in Takt | eine mechanische Arbeit W, verrichtet. Die dazu
bendtigte Warme Q; wird der Umgebung entzogen. Es gilt nach Kapitel 3.4.1:

V2
W1=Q,=n*R*TH*ln<—)
i

wobei Ty die Temperatur des Warmereservoirs ist. Der Druck sinkt dabei auf

Vi

P2 =P1*72-

In Takt Il wird in einem isochoren Prozess Warme Q an die Umgebung abgegeben. Fir sie
gilt nach Kapitel 3.4.3:

Qi =cy *n*AT.

mit
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AT = TH - TT'
Darin ist Tt die Temperatur des Kaltereservoirs. Der Druck sinkt dabei auf

T

— T
Ps—Pz*TH-

Durch die Kompression in Takt Il wird am Gas die Arbeit W), verrichtet. Es erwarmt sich. Die
Wiarme Q) wird jedoch sofort an die Umgebung abgefiihrt. Es gilt:

V,
Win = Qi =n*R*TT*ln(7>

1

wobei Tt die Temperatur des Kéltereservoirs ist. Der Druck steigt dabei auf

V2
Ps=Ps ¥
plbar]
9
8_ h
7
. v N\
5 \*-
4_ Py \\LI
i |
) \h\ ~—
] T 1
2 —~
1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
V[ml]

Abb.1: Zyklus des Stirlingmotors

Im vierten Takt nimmt das Gas in einem isochoren Vorgang die Warme Qi aus der Umge-
bung auf. Fiir sie gilt nach Kapitel 3.4.3:

Qv = cy *n * AT
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mit
AT == TH - TT'

Sie entspricht somit der in Takt Il an die Umgebung abgegebenen Warme Q. Der Druck
steigt dabei auf

Ty

p5:p4*T_T

und erreicht dabei wieder den Anfangswert p; der Periode. Der Kreislauf hat sich geschlos-
sen.

Insgesamt wird in einem Zyklus die mechanische Nutzarbeit W, gewonnen:
V2

Wnutz=VVI_VVII =n*R*(TH_TT)*ln 7 .

1

Der maximale Wirkungsgrad n des Motors betragt mit W, als insgesamt aufgewendeter
Energie

Vl/nutzzvl/l_vl/ll=TH_TT=1 TT
Wauf VVI TH TH

Dabei muss W, in Form von Warme dem Motor zur Verfligung gestellt werden. Die Energie
W), wird als nutzlose Abwarme abgefiihrt. Der Wirkungsgrad kann verbessert werden, indem
man Ty erhoht oder Ty bis zum absoluten Nullpunkt absenkt. Reale Stirlingmotoren erreichen
diesen maximalen Wirkungsgrad n natirlich nicht, da in ihnen durch Reibung ein Teil der
Nutzarbeit in Warme umgewandelt wird. Bei einigen technischen Stirlingmotoren hat man
etwa 50% des maximal moglichen Wertes erzielt.

Bei einem idealen Stirlingmotor wiirde aullerdem keine Entropie mit der Umgebung ausge-
tauscht. Die Entropien in den Takten Il und IV heben sich auf, da in Takt Il genauso viel War-
me an die Umgebung abgegeben wie in Takt IV aufgenommen wird. Fir die Takte | und Il
gilt mit S als Entropie:
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Beide sind zahlenmaRig identisch. Die Entropie S, ist jedoch negativ, da der Umgebung War-
me entzogen wird, wahrend sie in Takt Ill an die Umgebung abgefiihrt wird. Insgesamt ist die
mit der Umgebung ausgetauschte Entropie AS

AS == SIII _SI = O

Beim realen Motor nimmt die Entropie insgesamt zu, da zusatzliche Warme aufgrund der
Reibung an die Umgebung abgegeben wird.

5.3 Warmepumpe

5.3.1 Theorie

Betreibt man einen Stirlingmotor oder einen anderen Motor als Warmepumpe oder Kiihima-
schine, so wird der Zyklus in umgekehrter Richtung durchlaufen, beginnend bei Phase Ill in
Abb. 1 aus Kapitel 5.2.3. Beim tieferen Temperaturniveau wird der Umgebung Warme ent-
zogen und beim hoheren Temperaturniveau an die Umgebung abgegeben. Dazu muss ein
Motor Arbeit verrichten, denn Warme stromt nie von alleine von tieferer zu hoherer Tempe-
ratur. Man hat folgende Taktfolge:

e Takt | (Abb.1: lll): isotherme Expansion
e Takt Il (Abb.1: 11): isochore Erwdarmung
e Takt lll (Abb.1: 1): isotherme Kompression
e Takt IV (Abb.1: IV): isochore Abkiihlung

Als Glitemals der Maschine definiert man die so genannte Leistungsziffer LZ. Sie bezeichnet
den Quotienten aus Nutzenergie E,., und insgesamt aufgewendeter Energie E,y. Flr die
Warmepumpe gilt:

Fur eine Kihlmaschine erhalt man:

W Tt

LZ = = :
Win =W, Ty—Tr

Im ersten Falle ist die Nutzenergie die insgesamt an den Raum abgefiihrte Warme beim ho-
heren Temperaturniveau, im zweiten die dem kalteren Warmereservoir entzogene Warme.
In beiden Fallen muss ein Motor die Arbeit Wy - W, verrichten. Man kann die Leistungsziffern
rein theoretisch steigern, indem man die Temperatur der beiden Warmereservoirs einander
annahert. Dann wiirde mit sehr geringem Arbeitsaufwand Warme von einem kalteren Kor-
per zu einem warmeren gepumpt. Dadurch wiirden jedoch zugleich ihre Temperaturen im-
mer mehr auseinanderdriften, was ihrerseits wiederum eine Verschlechterung der Leis-
tungsziffer zur Folge hatte.

Fiir die Entropie gelten bei Kiltemaschinen und Wiarmepumpen vergleichbare Uberlegungen
wie beim Stirlingmotor. Nur kehren sich die Vorzeichen der beiden Entropiebetrdge um, da
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nun beim niedrigeren Temperaturniveau der Umgebung Warme entzogen und beim hohe-
ren Temperaturniveau an die Umgebung abgefiihrt wird. Ihre Summe ergibt aber im Idealfall
nach wie vor null, ist bei einer realen Maschine wegen der begrenzten Wirkungsgrade der
beteiligten Motoren und Kraftwerke jedoch grofRer als null.

5.3.2 Beispiel

Zum Schluss méchte ich die Uberlegungen an einem praktischen Beispiel erldutern. Moderne
Warmepumpen haben Leistungsziffern zwischen 2,5 und 4 bezogen auf eine Aullentempera-
tur von 10°C und eine Vorlauftemperatur in der Heizung von 40°C.”"® Theoretisch maglich
ware unter diesen Bedingungen eine Leistungsziffer von

313 K

L =33k — 283K

=10,4.

Eine reale Warmepumpe erreicht also nur

)

= 0/, — 0
Pr=157+100%=24%
bzw.

4
P, =——=x100% = 38,5 %

10,4

des maximal moglichen Wertes. Das liegt vor allem an den begrenzten Wirkungsgraden der
beteiligten Komponenten. Heute gebrduchliche Warmepumpen liefern somit kaum einen
oder keinen Beitrag zur Minderung des globalen CO,-Ausstofies, da bei der Erzeugung des
Stromes in einem Kohlekraftwerk pro Kilowattstunde etwa viermal so viel CO, freigesetzt
wird wie bei der Verbrennung von Heizél in einem modernen Brennwertkessel.” Fiir den bei
uns Ublichen Strommix aus 60% Kohlestrom und 40% CO,-freiem Strom aus Atomkraftwer-
ken und regenerativen Energiequellen muss die Leistungsziffer mindestens den Wert 2,4
Ubersteigen, um im laufenden Betrieb auf eine ausgeglichene CO,-Bilanz zu kommen. Dabei
bleibt allerdings der hohere Energieaufwand bei der Installation der Warmepumpe unbe-
ricksichtigt.

Auch wirtschaftlich sind Warmepumpen aus heutiger Sicht keine wirklich sinnvolle Alternati-
ve zur Olheizung, wie das folgende Rechenbeispiel zeigt, dass auf einem realen Fall basiert.
Dabei nehme ich an, dass der betroffene Haushalt 2200 | Heiz6l im Jahr bendtigt bei einem
Preis von 70 Cent/l. Der Strom fur die Warmepumpe schlage mit sehr moderaten
0,18 Cent/kWh zu Buche. Damit ergeben sich bei einer Leistungsziffer zwischen 2,5 und 4 fur
eine Warmepumpe mit Erdkollektoren folgende Werte:

Wairmepumpe:

Errichtungskosten: ca. 30000 €

Heiz6l-Kosten: 0 €

Stromkosten: 990 — 1584 € pro Jahr je nach Leistungsziffer
Wartungskosten: ca. 250 € pro Jahr
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Olheizung:

Errichtungskosten: ca. 8000 €
Heiz6l-Kosten: 1540 € pro Jahr
Stromkosten: ca. 50 € pro Jahr
Wartungskosten: ca. 120 € pro Jahr.

Damit spart man mit einer Warmepumpe pro Jahr an Betriebskosten K maximal

K =1540€+50€+ 120€ —-990 € — 250 € = 470 €.

Um die Mehrkosten in der Anschaffung amortisieren zu kdnnen, muisste die Warmepum-
penheizung im glinstigsten Fall mindestens

~ 30000 € — 8000 €
Z= 470 €

= 47 Jahre

storungsfrei betrieben werden. Warmepumpenheizungen haben aber nur eine dhnliche Le-
benserwartung wie Olheizungen, ndmlich 12- 15 Jahre, wobei auch die Erdkollektoren nach
20 — 25 Jahren erneuert werden missen. Im unginstigsten Fall sind die laufenden Kosten bei
der Wirmepumpenheizung sogar hdher als bei einer herkémmlichen Olheizung. Wirme-
pumpen rechnen sich daher weder 6kologisch noch 6konomisch. Okologisch sinnvoll werden
sie erst, wenn es gelingt, ihre Leistungsziffer zu verdoppeln, oder wenn der verbrauchte
Strom komplett CO,-frei produziert werden kann, etwa durch solarthermische Kraftwerke in
den Wiistenregionen unserer Erde. Aber wirtschaftlich arbeiten sie auch dann noch nicht, da
der Strompreis beim Einsatz von Solarstrom eher steigt als sinkt, vor allem, wenn er mit So-
larzellen gewonnen wird. Senkt man den Energiebedarf des Hauses durch zusatzliche bauli-
che MaRnahmen, in dem man die Wande und das Dach besser isoliert, den alten Heizkessel
durch einen modernen Brennwertkessel ersetzt und die Fenster gegen solche mit besserem
K-Wert austauscht, so wird der Einsatz einer Warmepumpe vollends unrentabel. Die Kosten-
einsparung durch die Warmepumpe sinkt proportional mit dem Energiebedarf, wahrend die
Fixkosten sich kaum andern. Die Amortisierungszeiten steigen in astronomische Héhen. Ver-
gleichbare Uberlegungen gelten fiir die CO,-Bilanz. Sie ist immer weniger ausgeglichen und
wird rasch negativ.
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